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Mathematiques - opTion TECHNOLOGIQUE

ESPRIT DE L'EPREUVE l SUJET CORRIGE RAPPORT

ESPRIT GENERAL

Objectifs de l'épreuve

Vérifier chez les candidats l'existence des bases nécessaires pour des études supérieures
de management.

Apprécier laptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et lappli-
quer (théoréme...).

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

Sujets
Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme
Instruments de calcul interdits, tables de lois fournies

Evaluation
Exercices de valeur sensiblement égale.

EPREUVE 2006

Durée : 4 heures

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé.

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en
évidence les principaux résultats, a respecter les notations de l'énoncé, et a donner
des démonstrations complétes (mais bréves) de leurs affirmations.

Mathematiques - oPTION TECHNOLOGIQUE

SUJET

1. EXERCICE.

On se propose de déterminer, par deux méthodes, les suites de réels (ug)nen et (vn)pen vérifiant
les relations de récurrence :

2
Un+l = ZUn + ZUn

3 2
Pour tout entier naturel n :
1 1
Unyl1 = gun o E’Un

avec ug =l et vg =1
1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n :

Uy +Up =2
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2. On définit la suite réelle (zy,)ney par :

Vn e N, Ip = Un —

[SLR =N

a. Utiliser la question qui précéde pour montrer que la suite (z,),ey est une suite
géométrique. En déterminer la raison.

b. Exprimer x, en fonction de n. En déduire v, puis u, en fonction de n.

c. Montrer que les suites (uy, )pen €t (Un)nen sont convergentes vers des réels respectifs
1 et s a préciser.

3. On considére les matrices 4 coefficients réels B et ' définies par :

1({3 3 1{ 2 -3
3_5(2 2)’ C‘S(—z ‘;)

a. Les matrices B et C sont-elles inversibles 7

b. Montrer 'existence d’une matrice carrée d’ordre 2, a coefficients réels, notée A telle
que pour tout entier naturel n :

Un+1 ] Un
Un+41 Un

B+C=1
1
B+-C=A
+6C

c. Vérifier que 'on a :

ou I désigne la matrice unité d’ordre 2.

d. Caleuler les produits matriciels B2, C%, BC,CB.

e. Montrer par récurrence gue pour tout entier naturel n :

(=)=l (G ()

f. Retrouver ainsi 'expression de u, et v, en fonction de n.

(2)-5(%)

s

. Vérifier que I'on a :
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2. EXERCICE.
On définit la suite (u,)ney par :

3
Ug = 7
2

Vn € Na Un+1 = f(un)
ot f est la fonction définie sur I'intervalle [—1, +o0[ par :
f@) = (@+ 1)

On pourra utiliser les valeurs approchées suivantes pour f(z) et ™" :

T -1 |-0,5] 0,5 1 1,5 2 3 4 5
fle)| 0 041136147 1,39 1,21 0,80 0,45 | 0,24
e”® | 2,71 1,65 | 0,61 | 0,37 | 0,22 | 0,14 | 0,05 | 0,02 | 0,01

2.1. Etude des variations de f.
1. Déterminer la fonction dérivée f' de f.
2. Dresser le tableau de variation de f sur [—1, +o0].

3. Donner la limite de f(x) lorsque & tend vers +oc.

2.2. Convergence de la suite (u,)nen.

1. Prouver, par récurrence, que pour tout entier naturel n,

03|

3. On note g la fonction définie sur {1, %} par g(x) = f(z) — .

A ; - g 3
a. Exprimer ¢'(x) en fonction de f'(z) et montrer ainsi que g est décroissante sur [1, 5} .

. ’ . . 5 3
b. Prouver I'existence d'un unique réel o appartenant a |:l, 5] tel que g(a) = 0. Ex-
primer f(«) en fonction de a.

c. Montrer que si @ < uy, alors u,+; < a. Montrer que si u, < « alors @ < Upy.
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4. Rappeler I'énoncé du théoréme de l'inégalité des accroissements finis et montrer que :
1
Vn € N, |ttt — ] < 3 [te, — &
Puis que :

1 n+1
Yn e N, lup — a] < (5)

En déduire la limite de la suite (uy,)nen quand n tend vers 'infini.

3. EXERCICE.

On dispose d'une urne qui contient des boules numérotées de 1 & N, N étant un entier naturel
non nul.

On y effectue une suite de tirages successifs dune boule avec remise de la boule tirée avant de
procéder au tirage suivant. On désigne par X la variable aléatoire réelle égale au nombre de
tirages nécessaires pour voir pour la premieére fois toutes les boules de 'urne.

3.1. Calcul de la somme d’une série.

On considére un entier n > 1 et la fonction définie sur lintervalle [0, 1] par :
n
vz € [0,1], Splad)= Z z*
k=0

Donner l'expression de Sp(x) et en déduire la valeur de la somme :

+o0

S) =) «*

k=0

On rappelle que :

k=1

3.2. On suppose que 'urne contient 2 boules (N = 2).

1. Montrer que la probabilité d’avoir effectué n tirages pour voir pour la premiére fois les
deux boules de 'urne, est donnée par :

1 n—1
pour n = 2, p[X = n] = (5)

2. Vérifier que la variable aléatoire ¥ = X — 1 suit une loi géométrique. Quel en est son
parametre 7 Donner la valeur de 'espérance et de la variance de Y. En déduire la valeur
de 'espérance et de la variance de X.
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3.3. On suppose que I'urne contient 3 boules (N = 3).

On note A, (respectivement B,,, Cy) 'événement : "la boule A (respectivement la boule B, la

boule (') n’a pas été obtenue au cours des n tirages”, n € N*.

1. Déterminer les probabilités suivantes :

r [A‘?’J y P [An n B‘n} P [An n B‘n m cﬂ}

2. Exprimer I'événement [X > n] en fonction des événements A,, By, Cy.

3. En utilisant la formule ci-dessous :

P[AyU B, UGy = p[An]+p [Bal+p[Crl— p[An N Bal— p [Ba N Cn] = p[An N Chl+p [An N B NC

Prouver que pour tout n = 2 :

sei=s(3) ()

4. En déduire que la loi de X est donnée par :

2 n—1 1 n—1
pour tout n = 3 p[X =n] = (5) -2 (E)

5. Vérifier que :
+oo
Z pX=n]=1
n=3

6. Montrer que X admet une espérance et déterminer cette espérance.
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1. EXERCICE.

On se propose de déterminer, par deux méthodes, les suites de réels (up)nen €6 (Un)nen
vérifiant les relations de récurrence :

2
Up+1 = gun + iyn
Pour tout entier naturel n
Un+1 = gun + E'”n

avec ug =l et vg=1
1. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n :
Up+ U =2 H,
Hy est vraie car ug +vg = 1 + 1 = 2. Supposons H,, vraie pour un certain n et

montrons que M, est vraie.

2 1
Unt1 + Vg1 = gun + §Un + gun + aﬂn = Up + =2

D’aprés le principe de récurrence, pour tout entier naturel n : wu, + v, =2

2. On définit la suite réelle (z,,)nen par :

4
VneN Ty =Up — =
5
a. Montrons que la suite (z,)ncx est une suite géométrique. Pour tout entier
naturel n. :
4 1 1 4 1 2 1 4
ﬂ'}n+1 = T}n-l—l — 5 = 5(2 — ’Un) —+ §’ifn —_ 5 = E’U.n = E = 6(?_3,1 — 5)

: T ; 1
(Zn)new est bien une suite géométrique de raison g = 5

b. On peut écrire x,, en fonction de n.

Puis
g = é+l(l)”
=T TETET5\6
6 1/1\"
n—g_n:___ =
“ Ya—g 5(6)

c. Les suites (1, )nen €b (v, )nen sOnt convergentes, puisque nlLrgo (E) =0

1] ey

et lim u, =
n—oo

[S2J =N

lim », =
n—oo
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3. On considére les matrices a coefficients réels B et C définies par :
1/3 3 1{ 2 -3
3_3(2 2)’ 0_3(—2 3)

a. Les colonnes des matrices B et C' sont colinéaires donc les matrices B et C' ne
sont pas inversibles.

b. Pour tout entier naturel n, on a de facon simple :
Up 41 . U o 2/3 1/2
(7}n+1 )_A(vn) &VeCA_(l/S 1/2

{B+C—I
1
B+EC—A

¢. On a bien :

ou I désigne la matrice unité d’ordre 2.

d. Calcul des produits matriciels B2, C?, BC, CB.
1(33 3 3 1 {15 15
2. . =, e T —
B _25(2 2)(2 2)_25(10 10)_3

1(2 -3 2 -3 1 (10 -15

2 — = — =
0_25(—2 3)(—2 3) 25(—10 15) e
BC=CB=10

e. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n :
Un 1\" U
—[B+ (7) c H
( Un ) [ 6 o "
. Uy 1 L Up Uy
‘Hy est vraie car = |B+(=) C = [B+C] =17
Vo 6 (24} Uy
Up |\ _ [ Uo
v )\ w )
Supposons H,, vraie pour un certain n et montrons que H,,., est vraie

Un+1 —A U - (B s lc) Up
Unt1 Up 6 Up

Unt1 (B+ éc) [B+ (rl,-)nc] ( Uy

Vnt1 Uy

. 1 n41 1 13 ™ )
)= ((5) o+ (G) BO)( W
'“n.+l 6 6 6 U[I

)= () o) ()
Unt+1 6 U
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D’apres le principe de récurrence, pour tout entier naturel n :

()=[s+() ] ()

f. Retrouvons ainsi expression de u, et v, en fonction de n.

()52 2)- @7 (2 96

w1 [( 3420 3-3(5) Y] 1
()5 aagy E?% )
un ) _ 1 G‘Gx
(“n) 3 4+(§)

g. On a bien :

2. EXERCICE.
On définit la suite (w, ),en par :

{ Yn € N, Un41 = f(un)
3

Ug = 3
2

o f est la fonction définie sur Pintervalle [—1, +-oc[ par :
f@) =@+ 17

2.1. Etude des variations de f.

1. La fonction f est dérivable sur I'intervalle [—11 +oo[ et

Vo e [-1,400] f'(z)= (2[3’ +1) = (z+ 1)2) e ¥ = (1 — .?:2) e "
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2. Dresser le tableau de variation de f sur [—1, +o0].

-1 1 +oo
I e =
4
f 0/ 5N

3. Par prépondérance de la fonction exponentielle sur la fonction puissance

: i 2 -z __ T gy —iE —T__
lim f(z)= lim (x+1)% IIHIIF -+ 2xe +§‘-,~_0

L0 r——+00 L—r 400
—0 —0 —0

2.2. Convergence de la suite (u,)en-

1. Prouvons, par récurrence, que pour tout entier naturel n,

. 3 3 . . ,
Ho est vraie car 1 < uy = 3 < 3 Supposons H,, vraie pour un certain n c’est-

a-dire 1 < u, < 3 Pt montrons que H,,1 est vraie. Puisque f est décroissante
25 s

sur [1, +oo|, alors f( ) flu,) < f(1) ou encore ik < Uppq € de7t. Comme

25 3

25 .
e 2~ IOU.QQ =1.375et 4e ' = 4x0.36 = 1.44 on a bien 1 < 1,y < g D’apres

le principe de récurrence, pour tout entier naturel n

3
1<y, < 2
2. Ona:
3 If (@) =11-2%)e*| < (z® - 1)e™®
vee Ly 9 o
T @IS (G- Dett = fet > 0.36 = 0.45
On a bien

Yz €

3 e
R TETE

3
3. On note ¢ la fonction définie sur {1, 5} par g(z) = f(x) — .

a.

AN\

WV € [1, g} ; g@)=fl(z)—1<0

e E 3
ainsi g est décroissante sur {1, 5} ;

EPREUVES SPECIFIQUES
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b. La fonction g est continue strictement décroissante sur [1, —}, réalise une

3
§5).9(0)] avec 93) = 1) -
g(1) = f(1) — 1 ~ 0.44. Le réel 0 qui appartient & {g(a),g )] possede un

~ —(.125 et

MIuO
o

3
bijection de [l,ﬂ sur

unique antécédent par g. Il existe donc un unique réel a: appartenant a {1, 5}
tel que g(a) = 0. et f(a) = a.
c. Montrons que pour tout entier naturel n,
(Upy1 — @) (up — ) <0

Deux cas se présentent :
-si (1, —a) < 0 cest-a-dire u, < « alors f(u,) = upy1 = fla) = « ([ est

3
décroissante sur [l, f}) et done (upy — o)(u, —a) <0
=81 (u, — a) 2 0 cest-a-dire u, 2 « alors f(u,) = w1 < f(o) = a (f est

3
décroissante sur |iL 5}) et donc (Upp1 — a)(u, — ) <0

3 8 ; i 3
4. [ est dérivable sur {1, 5] a dérivée bornée puisque pour tout z de [1: 5] ; [fi(z)] <

—

D’apres le théoreme de I'inégalité des accroissements finis, pour tout a et b de

3
3
£ () — fla)] <
Pour b= u, ¢t a = a = f(a):
VnEN, |f(u)— f(0)] < }lun—al

2

=

[unt1 — o < 3 |, —af
Puis montrons que :

1 n+1
Vn € N, [y, — ] < (5) Hy,

. 3 . .
Hg est vraie car |ug — o < % (x € {1, 5} ). Supposons H,, vraie pour un certain n

Y . n .
c’est-a-dire |u, — a| < (%) et montrons que H,, 4, est vraie.

1 1 1 n 1 n+1
[Ungr — | € = lun — | < (5) (5) = (5)

D’apres le principe de récurrence, pour tout entier naturel n

n+1
2

g . " " n+1
On en déduit, puisque lim (1) =0, que:
2
n—4oo

lim o, =«
n——+00
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3. EXERCICE.

On dispose d’une urne qui contient des boules numérotées de 1 & N, N étant un entier
naturel non nul.

On y effectue une suite de tirages successifs d'une boule avec remise de la boule tirée
avant de procéder au tirage suivant. On désigne par X la variable aléatoire réelle égale
au nombre de tirages nécessaires pour voir pour la premiére fois toutes les boules de
l'urne.

3.1. Calcul de somme de séries.

On considére un entier n = 1.

L 1 — _,EIH»I
V'?:E [011[ Sﬂ(;};):ka:i‘
P l—=x
D’ou :
. i 1 — gntl 1 oo p
B e e T T

3.2. On suppose que 'urne contient 2 boules (N = 2).

1. Pour voir pour la premiere fois les deux boules de 'urne, il faut tirer une premiére
boule puis tirer & la suite n — 2 fois la méme boule que la premiére, et enfin tirer
I’autre boule donc :

pour n = 2

pX=n]= L

il faut tirer une premiére boule
puis tirer a la suite n-2 fois la méme boule

TR 4
b=
A
T
X}
b | =

tirer I'autre boule

1 n—1
pour n = 2 plX =n]= (E)

2. Vérifions que la variable aléatoire Y = X — 1 suit une loi géométrique.

1\® 11\t
pour n =1 p[Y:n]zp[Xz-n.f_l}:(E) 25(5)

2

Y suit une loi géométrique de parametre p = % et donc

1 1
E¥)=-=2V({¥)=—2 =_4=2
p o2
On peut en déduire la valeur de 'espérance et de la variance de X.

EX)=EY)+1=3,V(X)=V(Y)=2
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3.3. On suppose que ’'urne contient 3 boules (N = 3).

On note A; I'événement : ”la boule numéro i n’a pas été obtenue an cowrs des n tirages.

1. Déterminons les probabilités :
plAi] = (3)
p[AiNAs] = (})
P[AlnA2ﬂA3] =0
2. On peut écrire que [X > n] = [A; U Ay U Aj] puisque si le nombre de tirages dépasse
n c’est que I'une au moins des trois boules n’a pas été tirée au cours des n tirages.
3. D’aprés la formule de Poincaré, pour tout n = 2 :
p[X > n]=p[A U A U A3
=p[Ai] +p[As] +p [A3] = p[A1NAs] = p[AsNA] —p[AiNAs] +p[A N AN A

2 L) 1 T 2 T 1 n—1
=i ) ~4(g) =8() - )
4. Donnons la loi de X :
plX=n]=pX >n—-1—-p[X >n]

G- 6 6

+oo o .9 n—1 +o0 AN e 1 n—1
5. Vérifions que > p[X = n] = 1. Les séries » (5) =3 (g) ety (5) =
n=2 n=1

n=2 n=2

+o0 n +oo
Z (—) sont convergentes donc la série Z p [X = n] est convergente et

n=1 n=2
et 1 1
Zp[X:n]:—2—1—‘2—1+2:3—1—3+2:1
e 1-3 1—3

+o0 2 n—1 +oc 1 n—1
6. Montrons que X admet une espérance. Les séries Z n (é) et Z n (§> sont,
n=2

n=2
+co
convergentes donc la série an [X = n] est convergente. X admet donc une
n=2

espérance et : oo o g\l oo 131
B =S ml¥ =nl=Yn(3) -Xn(3)

n=2 1 n=2 3 71:92 3 11

= —g—-l-2——+2=9-1-;+2=+

(Lo 5)2 (1.~ 5)2
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EXERCICE 1

L'exercice a été réussi de facon trés hétérogéne par les candidats. Beaucoup ne trouvent
pas la raison de la suite (x,) et donc laissent la fin de la seconde question.

Les calculs matriciels sont mieux abordés avec des difficultés cependant pour la
récurrence de la question 3.

EXERCICE 2

C’est U'exercice qui a été le mieux réussi. Beaucoup de candidats le cherchent dans sa
totalité.

Trés peu d'étudiants arrivent a faire correctement la question 2.2.2 sur la majoration
de la valeur absolue de f'(x) et linitialisation de la récurrence de la question 2.2.4.
En général, les hypothéses des théorémes de la bijection et de linégalité des
accroissements finis sont connues.

Par contre beaucoup ne justifient pas suffisamment 'étude du signe de f'(x) et la
limite en linfini. Certains d'ailleurs avouent méme utiliser le tableau de valeurs donné
dans l'énoncé pour trouver leurs deux résultats.

EXERCICE 3 OU PROBLEME

Cet exercice assez “original” pour des éléves de la voie technologique a été peu et
souvent mal abordé.

Les résultats de cours de la question 3.1 sont mal connus. A la question 3.2, beaucoup
pensent a tort que X suit une loi géométrique ce qui implique pour eux que Y suit
aussi une loi géométrique. La question 3.3 est mieux abordée mise a part la question
relative P(X=n) et l'espérance de X.

BILAN

Avec un écart-type de 5.39 et une moyenne générale de 10.14 cette épreuve semble
avoir joué son réle discriminant, permettant d'étaler clairement les notes.
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