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Exercice 1

Le réel e désigne la base du logarithme népérien.

Pour tout entier naturel 7, on définit la fonetion f,, par la relation suivante, valable pour tout réel  :

falo) = 75—

1
On pose, pour tout 2 de N, uy, = [ falz)dz.
0

si n est supérieur ou égal & 1, avec fo(z) =

1+e

1 e
l+e® 1+e¥
9. (a) Calculer la dérivée de la fonction qui, & tout réel z associe In (1 + &%), et en déduire la valeur de ug.

1. Vérifier que pour tout réel z, ona:

(b) Montrer que : up +u1 = 1, et en déduire la valeur de 1.

3. Montrer que la suite (u,) est décroissante, et en déduire qu'elle est convergente. On note [ sa limite.
1
4. (a) Montrer que pour tout entier n supérieur ou égala2,ona: tytup—1= m(l — e,

(b) En déduire la valeur de L.



5. (a) A l'aide d’un raisonnement par récurrence, montrer que pour tout entier n supérieur o1 égal 4 2, on a :

? o (—1)%(1 — e~ k1
Z( )Sc-le )

=y + (— 1) up.

k=2

(w—l)k(l _ e—k+1)
k-1 ’

+00
(b) En déduire la valeur de Y
k=2

Exercice 2

Toutes les matrices considérées dans cet exercice sont des matrices carrées d’ordre 3.
1 00

On note I la matrice définiepar : 7= |0 1 0
¢ 01

Si (@n}; (Br), (en)s (dn)y (€n)s (fn)y (gn)s (Rn), (in) désignent neuf suites convergentes, de limites respectives
a,b,e,de, f,g,h,1, on pose :

an by, cp a b ¢
im ldy en fo]l=1d e f
n-++c0 f .
In hn iy g h i
n
Si A est une matrice carrée d'ordre 3, on pose, pour tout entier naturel n, S, = ZEA’“, c'est-d~dire que

k=0
1 1 1
Sp=I+=A+=A%+ ...+ =A" On pose également S = lim S,, lorsque cette limite existe.
1! 2! nl N300

O o=

01
1. Dans cette question, la matrice A est donnéepar: A= [0 0
090

(a) Calculer A2
(b) Calculer A% puis, pour tout entier k supérieur ou égal & 3, déterminer AF.

(c) Donner, pour tout entier n supérieur ou égal & 2, Pexpression de Sy, sous forme de tableau matriciel.

{d) En déduire 'expression de la matrice §.

. 111
2. Dans cette guestion, la matrice A est donnéepar : A=¢1 1 1
111

(a} Calculer 42,
(b) A P'aide d’un raisonnement par récurrence, déterminer, pour tout k de N*, I'expression de A* en fonction
de k.
. 1 (<~ 38"
(c) Etablir, pour tout entier naturel n, ’égalité suivante : S, = I + 3 o 11 A.
=0

(d) Donner Pexpression de S sous forme de tableau matriciel.

3 -1 1
3. Dans cette question, la matrice A est donnéepar: A=] 2 0 1
-2 1 0

(a} Calculer A% —24 + 1.
(b} Etablir, pour tout k de N, la relation : 4% = kA — (k- 1)1

(c) Donner Pexpression de S, en fonction de A et de I.

1]
C o . ) k-1 1
(d) A Paide d’un raisonnement par récurrence, montrer que pour tout entier naturel n, =T
! n!
k=0

n
En déduire la valeur de lim E f‘,’_’:ﬂl
n—+oo P k!




. =k
{€) Montrer que lim kz Pinda
=0

i—+00

(f) Déduire des questions précédentes, I'expression de S sous forme de tableau matriciel.

Exercice 3

Dans cet exercice, tous les événements considérés sont définis sur un méme espace fondamental O muni d'une
probabilité P,

Pour tout événement, M et tout événement N tel que P(N) # 0, on rappelle que la probabilité conditiormelle de

M sachant N, notée Py(M), est donnée par : Py(M) = P—(?’l%v—)'

On note M 1’événement contraire de M.
1. On considére trois événements A, B, C tel que P(B) #0, P(BY# 1, P(C)# 0, P(BN C) #0.

(a) En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que P(ANC) = P(ARBNC)+P(ANEBNQC).
(b) En déduire alors la formule suivante : P(A) = Ppno(A)Pe(B) + Pgro(A)Pe(B).

Dans la suite de l'exercice, on s’intéresse a Uexpérience aléatoire suivante : on lance indéfiniment une piéce
amenant Pile avec la probabilité p (0 < p < 1), et Face avec la probahilité g, ol g = 1 — p.

On admet que les résultats des différents lancers sont indépendants.

Pour tout entier naturel k¥ non nul, on note Fj, 'événement : « on obtient Face & l'issue du k-iéme lancer ».
F, est donc I'événement : « on obtient Pile 4 V'issue du k-iéme lancer ».

On considére 'événement E : « 2 Face consécutifs apparaissent avant I'apparition éventuelle de 2 Pile consé-
cutifs ».

Par exemple :

o si les résultats des six premiers lancers sont F1F2F3F4F5F5, alors E est réalisé;

o si les résultats des six premiers lancers sont F1F2F3_F4F5F6, alors E est réalisé:

¢ si les résultats des six premiers lancers sont P FyFyF4F5Fy, alors E est réalisé.

2. (a) Donner sans calcul la valeur de Pp,ng,(F).
(b} Justifier également sans calcul la relation suivante : Ppnp,(E) = Pp (E).

(c) En utilisant la relation trouvée a la question 1(b), avec A=FE, B=Fy et O = I, trouver une relation
entre Pp, (F) et Pg, (E).

3. (a) Que vaut Py g (E)?
(b} Montrer que Pz r, (E) = Pg (E).

(c) Toujours en utilisant la relation de la question 1{b) appliquée & des événements bien choisis, montrer
que Py, (E) = qPy, ().
2

s : o _ g g
4. (a) Déduire des questions 2 et 3 les égalités : Pr(E)= 1- 7 et Pp (E) = T pa
(b) Calculer P(E) en fonction de p et de g.

5. On note G 'événement « 2 Pile consécutifs apparaissent avant I'apparition éventuelle de 2 Face consécutifs »

(a) Expliquer comment trouver P(G) sans calcul.
(b) Vérifier que P(E) + P(G) = 1. Comment interpréter ce dernier résultat ?




Exercice 4

Pour toute variable aléatoire Z admettant une espérance et une variance, ces derniéres sont notées E(Z) et
V(Z) respectivement.

On considére la fonction f définie sur R par :

flx)=az’+b si0<z<1
f(z) =0 sinon

ol a et b sont deux réels.

1. Vérifier que f est une densité de probabilité d'une variable aléatoire X dont Vespérance vaut £ sl et seulement

6 3
sig=—-eth= .

Dans toute la suite, on prendra pour a et b les valeurs donndes ci-dessus .
2. Calculer la variance de X.
3. Déterminer la fonction de répartition, notée F', de la variable aléatoire X.

4. (Xp)ren+, étant une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant toutes la méme loi
que X, on considére, pour tout entier naturel n non nul, la variable aléatoire Sy, définie par :
Sy = sup (X1, X3, ..., Xy), c’est-a-dire telle que pour tout réel z, on a :
Sn<al=(X1€2]n[Xe < 2l0...N[X, € 2]).

(a) Montrer que la fonction de répartition de la variable aléatoire S,, notée F,, est donnée par :

E(z)=0 siz <0

22°% 43
Fp(z)= (==
Fz)=1siz>1

k1]
) si0€rg1

1
(b) Justifier que E(Sy,) = f z fo(x)dz, ot fr, désigne une densité de S,.
0

1
{(¢c) En déduire, & I'aide d’une intégration par parties, la formule suivante E(S,)=1- / Fo(z)dz.
o

- 2 ’
(d) Etablir, pour tout z de [0, 1], Pinégalité suivante : Fy,(z) < (32: i ) :
2 n
(e} Pour tout x de [0,1], on pose gu(z) = (33*'5"‘ ) '
Vérifier qu'une primitive Gy, de g,, sur [0, 1] est donnée par : G, (z) = 2 e 2)™
qune p » de g, , P = w6 '

(f) En déduire que nil&_looE(Sﬂ) =1.



