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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repeére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Lorsque l’on cherche a estimer un parameétre inconnu & partir d’un échantillon de données, on appelle
statistique exhaustive toute fonction de ces données qui résume a elle seule linformation que ces
données fournissent sur le paramétre.

On donne ici une définition précise de cette notion d’exhaustivité dans le cas des échantillons de
variables aléatoires discrétes, illustrée de plusieurs exemples qui en montrent l’intérét.

On s’intéressera dans ce probléme & l’estimation d’un paramétre réel inconnu € appartenant & un
intervalle ©.

On dispose pour cela de plusieurs observations z1,. .., %, considérées comme les réalisations de va-
riables aléatoires discrétes Xi,..., X, définies sur le méme espace probabilisable (Q,.4), & valeurs
dans une partie B de IN.

L’espace probabilisable (Q,.4) est muni d’une famille (P%)yco de probabilités indexées par le para-
métre 4.

On fait, pour toutes les valeurs du paramétre 6, les trois hypothéses suivantes.

o Les variables aléatoires X7y, ..., X, sont mutuellement indépendantes, c’est-a-dire :
n n
V(z1,...,2s) € BT, Pe( N = xi]> =TI P° (1% = =) (1)
i=1 i=1
o Les variables aléatoires X7, ..., X, suivent toutes la méme loi qu’une variable aléatoire de réfé-

rence, notée X, & valeurs dans B, c’est-a-dire :

Vie [l,n], YzeB, PY(X;=12]) =P (X =2 (2)
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o Tous les éléments de B sont des valeurs effectivement possibles de X, c’est-a-dire :

VzeB, P/([X=x])>0 (3)
On appelle statistique toute variable aléatoire S de la forme w +— $(X1(w), - .., Xn(w)), oit s désigne
une application définie sur B™ et & valeurs réelles. On note alors S = s(X1,...,Xp).

Pour tout 6 € ©, on note E?(S) 'espérance de S lorsque (Q,.A) est muni de la probabilité P9 (si cette
espérance existe). On note de méme V9(S) la variance de S (si elle existe).

Partie 1 : développements en série

1. Dans cette question, z désigne un nombre réel strictement compris entre 0 et 1.

k

a) Justifier la convergence de la série g — -
E>1

b) Vérifier, pour tout m € N* et tout ¢ €]0, 1], I’égalité :
=t ) k.
1—-t 1-—t =
T tm
c) Démontrer que 'intégrale / T3 dt tend vers 0 quand I'entier m tend vers 'infini.
51—

k
T

d) En déduire la somme de la série —_
) 2%

2. Dans cette question, indépendante de la précédente, (ax)ren désigne une suite de nombres réels
telle que la série Z arc® est absolument convergente pour un réel strictement positif c.

k>0
“+oo
a) Justifier que la fonction f : z — ag+ Z arz® est bien définie sur le segment [—c, +c].
k=1
“+co
b) Pour un entier naturel m, on pose : M, = Z lag| cF=m L.
k=m+1
Justifier, pour tout = € [—c¢, +c], I'inégalité :
+co
‘ Z akxkl & My, ™ .
k=m-+1

c) Justifier, pour tout m € IN*, le développement limité au voisinage de 0 :

flz)=ao+ Zakmk +o(z™) .
k=1

d) Démontrer que si la fonction f est nulle sur I'intervalle ]0,+c], alors (az)zen est la
suite nulle.
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Dans toute la suite du probleme, pour tout 0 € © et tout (z1,...,z,) € B™, on note :

L(z1,...,%n,0) = H PO([X; = ) (4)

n
Cette quantité, qui s’écrit aussi H PP([X = z;]) d’aprés (2), est appelée la vraisemblance de la valeur ¢
=1
du paramétre au vu des observations zi,...,Zn.

Partie II : estimateur du maximum de vraisemblance, un exemple

Dans cette partie, © est U'intervalle ouvert ]0,1[, B est égal & N* et on a :
VzeB, P ([X=z])=(1-6)°>"'4.

n
On note X la variable aléatoire l Z X; .
& =1
3. Soit # € ©.
a) Reconnaitre la loi de X lorsque (f,.4) est muni de la probabilité P?.
b) En déduire que X est un estimateur sans biais du paramétre 1/6.
c) Quel est le risque quadratique de cet estimateur ?

11
4. On note T la variable aléatoire — >  — -
71 note a variable aleatolire po ;X

a) En utilisant le résultat de la question 1.d, justifier que :

Vo eo, E%T):%-ln_(—f)-

b) En déduire que T est un estimateur de § dont le biais bg(T') est strictement positif.

5. Soit (z1,...,Zn) € B™
a) Justifier, pour tout 6 € ©, I’égalité :

In (L(z1,--.,%n,0)) =nln(8) — (n— Z:cz) In(1-9) -
=1

. n -
b) En déduire que, lorsque les x; ne sont pas tous égaux & 1, le nombre —; est 'unique
> as
=1

valeur de @ qui maximise la vraisemblance L(z1,...,Zn,0).

6. On note U la variable aléatoire nn .
> X
i=1

a) Etablir, pour tout 6 € © et tout entier k > n, ’égalité :
n ko1 ki k 2
—=0-0%-=—= - —t) =dt.
k (n 9)+/1/9 (n )t3
b) En déduire que U est un estimateur de § dont le biais by(U) est donné par :

+oo n k/n
Vo e o, bg(U):ZP([ZXizk])/l/e (%—t)%dt.

k=n =1

c) Justifier que by(U) est strictement positif, quelle que soit la valeur du paramétre 6.

3/6
Tournez la page S.V.P.



7. Dans cette question, on suppose que le nombre des observations est illimité. On dispose donc,

pour estimer le paramétre ¢, d’une suite (X, )nen~ de variables aléatoires mutuellement indé-

pendantes et de méme loi.

LI n
—)?ietUn=———

D X
i=1

Etudier la convergence des deux suites d’estimateurs (Tp,)nen+ €t (Un)nen+ du paramétre 6.

Pour tout entier n € IN*, on note T, = —
n
=1

Dans toute la suite du probléme, on dit qu’une statistique S = s(X1,. .., Xn) est exhaustive s'il existe
une application g de s(B™) x © dans R et une application A de B™ dans IR, telles que :

V0 €O, V(z1,...,2n) € B", L(z1,...,%n,0) = g(s(z1,...,2n),0) h(z1,...,2Zn) (5)

Partie III : statistique exhaustive, un exemple

Dans cette partie, on suppose que B = {0,1}, © =]0,1[ et que, quel que soit § € ©, les variables
aléatoires X1, ..., X, suivent la loi de Bernoulli de paramétre 6, lorsque I’espace probabilisable (2, .A)
est muni de la probabilité P?.

n
Onpose: S= ZXi‘
=1

10.

a) Démontrer que la vraisemblance de n’importe quelle valeur § € © du paramétre est
donnée par :

(3a) ( i‘;(l—mi))

V(z1,...,%n) € {0,1}*, L(z1,...,2n,0) =60 '  x(1-0)

b) En déduire que la statistique S est exhaustive.

Soit k € [0,7n] et (z1,...,2,) € {0,1}™

a) Calculer la probabilité conditionnelle P[eszk] (X1 ==z1]N- - N[Xy = z4]) et vérifier que
la loi conditionnelle du vecteur aléatoire (X1,...,X,) sachant Pévénement [S = k| ne dépend

pas du paramétre 6.

b) Etablir, pour tout § € ©, ’égalité : P[%zk]([Xl =)= % .

Le script Scilab suivant permet d’effectuer des simulations, qu’il place dans une matrice Y, dont
il évalue ensuite la moyenne de chaque colonne.

--> theta=0.3;
--> N=100000;
--> n=10;

~-=> k=4;

--> U=grand(n,N,’bin’,1,theta);

--> S=sum(U,’r’); // somme des lignes de U, colomne par colonne
--> K=find(S==k); // recherche des coefficients de S égaux a k
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--> Y=U(1:n,K);

--> M=mean(Y,’c’) // moyenne des colonnes de Y, ligne par ligne
ans =
.4019917
.4042436
.4008908
.3962868
.4054947
.3953861
.3990892
.4002402
.3941851
.4021919

a) Décrire avec précision ce que représente une colonne de la matrice U.

b) Expliquer pourquoi les coeficients de Y fournissent une simulation d’une loi condition-
nelle du vecteur (Xi,...,Xn)-

¢) Commenter les résultats trouvés pour les coefficients de M.

O O OO OO OO oo

11. A la suite du script précédent, on exécute l'instruction suivante :
--> C=Y*Y’/length(X);

a) Donner le format de la matrice C et indiquer la valeur de son coefficient C(1,1).

b) A quelle valeur approchée peut-on s’attendre pour C(1,2) et pour les autres coefficients
non diagonaux de la matrice C?

c) Quelle est la somme totale des coefficients de la matrice C?

Partie IV : inégalité de Rao-Blackwell

Dans cette partie, on reprend les hypothéses générales du préambule et on considére une statistique
exhaustive S = s(X1,...,Xn), au sens donné par (5).

On admet que, pour tout élément u de s(B™) et tout élément (zi,...,z,) de B7, la probabilité
conditionnelle Pfg_ ([X1 = z1]N--- N [X, = 2,]) ne dépend pas de 0.

12. Soit T un estimateur sans biais du paramétre 6.
a) Démontrer que, pour tout u € s(B™), espérance conditionnelle Eﬁg:u] (T) existe et que
sa valeur ne dépend pas de 6.

b) Justifier que ([S = u]) est un systéme complet d’événements.

u€s(Bn)

13. Comme D’espérance conditionnelle E[eszu] (T) ne dépend pas de la valeur de 4, on peut la
noter E[g—,)(T) et définir une application r de B™ dans R par :

Y (@i e®n) € By T{Bi5000:80) = EiS=sior )l ) »

a) En utilisant la formule de l’espérance totale, démontrer que R = r(Xy,...,Xy) est un
estimateur sans biais de 6.

b) On suppose que T' admet une variance, quelle que soit la valeur du paramétre 0.
Justifier qu’il en est de méme pour R et en utilisant les inégalités

(Bis=u(T = 8))* < Bis—u (T - 6)°)
établir, pour tout 8 € ©, I'inégalité (appelée inégalité de Rao-Blackwell) :
VY(R) < VO(T) .
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14. Un exemple d’estimateur sans biais optimal

Dans cette question uniguement, on suppose que B = N, © =]0, +-c0[ et que, pour tout ¢ € ©,
la loi commune des variables aléatoires X1, ..., Xy sur espace probabilisé (£, A, P?) est la loi
de Poisson de paramétre 6.

n
a) Justifier que la statistique S = ZXi est exhaustive.
i=1
b) Soit u € N et (z1,...,zn) € N™
Veérifier que la probabilité conditionnelle P[%zu] ([X1 = 21] N+~ N[Xn = z4]) ne dépend pas
de 6.
c) Soit u € N.
Démontrer que chacune des variables aléatoires X1, ..., X, suit une loi binomiale lorsque I’es-
pace probabilisable (,.4) est muni de la probabilité P[?g=u]‘ Sont-elles indépendantes pour
cette probabilité ?
d) Trouver une suite réelle (¢r)ken telle que

+oo k
VO>0, Y ok (ﬂ:% =g
k=0 )

et en prouver 'unicité & P’aide du résultat de la question 2.

e) En exploitant le résultat de la question 13, démontrer que, parmi les estimateurs sans
n

biais de 6, ’estimateur — E X; est optimal, c’est-a-dire que son risque quadratique est inférieur
n

i=1
ou égal & celui de tout autre estimateur sans biais de 6.

6/6






siuinoy syuawnoop saide,d - 0£0L0Z — AT NOILV HIMHWNINdINI




