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Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
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Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.
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PROBLEME 1

Etude de deux suites

PARTIE A :
On définit les suites (un)nens €t (Un)nen+ par :
n 1 n
Vn € N, wu, = - Infn+1) et v,= % —In(n).
k=1 -1

1
1. a. Montrer : Yt €]0; 400, g <In(t+1)—1In(t) < =
b. En déduire que les suites (u,)nen+ et (Un)nen+ sont monotones, puis qu’elles convergent vers

une méme limite notée .

“ 1
2. Montrer alors : Z Tl In(n).
k=1
. . . |unto i
VneN, u, <v< v, puis Vn € N*, —712—71—“ <§(vn—un).
= approx() qui renvoie une ap-

3. a. Justifier :
b. En déduire une fonction Scilab d’en-téte function gamma

proximation du réel v & 1075 prés.

Etude d’une fonction définie par une série

PARTIE B :
4. Montrer que, pour tout  de [0; o0, la série Z (i— - H%) converge.
S
On pose alors, pour tout x de [0;+oo[ : S(z) = Jio (% 3 le x>
k=1
5. a. Calculer S(0) et vérifier :  S(1) = 1.
N il 2 1 2
b. Montrer, pour tout n de N* : ;(E_kJr%) = ~2k;17€— :2_2n+1 —5;14_%.
En déduire la valeur de .S (%)
<= 1
V(z,y) € [0;+00, S(y) —S(z) = (y - x)z;m

6. a. Montrer :

b. En déduire que S est une fonction croissante sur [0; +o0o].
Vz €[0;+o00[, VheRtel que z +h €[0;+o0],

c. Montrer :
S(z + k) — S(x) _f 1 | A fi
h pt (k+z)2| = — B
+0o0 1
Vo € [0;+00], S'(z)= Z T

En déduire que S est dérivable sur [0; +o0[ et :

On admet que S’ est également continue sur [0; +ool.
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1

7. a. Montrer : Vz € [0;+00], Sz+1)=2S5(z)+ 1
%
1
b. En déduire : Vn e N*, S(n)= —
n déduire neN*, S(n) E :
c. En utilisant la croissance de la fonction S sur [0; +oco[, montrer : S(x) ~ In(x).

8. a. Vérifier: VneéeN* u, / Z ) dz, le réel u, étant défini dans la partie A.
0

1 +00
1
b. En déduire : Vn e N*, 0< /0 S(z)do —un < 5 > %
k=n+1
1
c. Conclure : / Slzjde =
0

PARTIE C : Application en probabilité
0 siz<l1
On considére la fonction f définie sur R par : Vz €R, f(z)= 1

5 stz > 1.
T

9. Montrer que f est une densité de probabilité.

Dans toute la suite, on considére une variable aléatoire réelle X a densité, définie sur un espace proba-
bilisé (2, 27, P), de densité f.

10. a. Déterminer la fonction de répartition de X.

b. La variable aléatoire X admet-elle une espérance ?
On définit la variable aléatoire Y par : Y =X —|X]|, ou|x] désigne la partie entiére du réel z.
11. a. Montrer, pour tout z de [0;1] :
:iP(k;ngk-i—x) puis P(Y <z)=5(z).
b. En déduire la fonction de répartition de Y.
c. Montrer que Y est une variable aléatoire a densité et préciser une densité de Y.

12. Justifier que Y admet une espérance puis, a l'aide d’une intégration par parties, montrer :
EY)=1-1.
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PROBLEME 2

Pour tout n de N*, on note R,[X] 'espace vectoriel des polynoémes a coefficients réels de degré inférieur
ou égal a n.
Soient n € N*, (Tk)ken une suite de polynémes de R,[X] et T un polynéme de R,[X].

On dit que la suite de polynoémes (T} )ren converge vers T lorsque :
Ve e R, lim Ti(zx) =T(x).
k—+o0

n
Dans ce cas, on admet que si, pour tout k de N, T} = Zakﬂ' X" avec (ap,- - -, axn) € RM1
i=0
et T'= sz-Xi avec (bo, .. .,b,) € R™H1
i=0
alors : pour tout 7 de [0;n], lim ag; = b;.
k=400

PARTIE A : Etude d’endomorphismes de polynoémes
Pour tout n de N*, on définit I’application ¢, sur R,[X] par :

1 1
VP ERX], @n(P)=XP-=(2n-1DX+1)(X-1)P+5X(X-1)2P"
n n

1. Soit n € N*.

a. Calculer ¢, (1) et vérifier :
| —i)? .. 2i(n—i
vie [Lin], ¢n(X') = (o iy 21) e el (n2 2

42 e
2 11—
- X'+ S XL

n
b. Montrer que ¢, est un endomorphisme de R,[X].

Pour tout n de N*, on note A, la matrice de ¢,, dans la base canonique %, = (1, X, ..., X™) de R,[X];
ainsi, pour tout n de N*, A,, est une matrice de M,,;1(R).

2. Casn=2:
0 1/4 0
a. Vérifier : Ay=11 1/2 1
0 1/4 0

1
b. Montrer que le spectre de Aj est { — 3 0, 1}.
Justifier alors que A, est diagonalisable et déterminer les sous-espaces propres de A,.

c. En déduire le spectre de ¢ et une base de Ro[X] formée de vecteurs propres de .

. ) -1
3. Montrer que, pour tout n de N*, (X — 1)™ est vecteur propre de (, associé a la valeur propre —.
n

4. Soit n € N*.
a. Vérifier : Vie [0;n], (pn(X*))(1) =1
b. En déduire que la somme des coefficients, sur chaque colonne de A,, est égale a 1.

c. Montrer alors que 1 est une valeur propre de ¢,,.
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5. Soit n € N*.
a. Montrer : VP e Ry[X], (n+1)?¢0n1((X —1)P) = (X — 1) (n?pn(P) — P).
b. En déduire que si P est un vecteur propre de ¢,, associé a une valeur propre \, alors (X —1)P

est un vecteur propre de ¢, .1 et préciser la valeur propre associée en fonction de .

6. a. A I'aide d’un raisonnement par récurrence, montrer, pour tout n de N* :
g 1)
Sp(pn) = {—2;1 € [0;n] ;.

b. En déduire que, pour tout n de N*, ¢,, est diagonalisable et déterminer la dimension de chacun
de ses sous-espaces propres.

n 2
7. Soit n € N*. On note II,, le polynéme de R,[X] défini par : II, = Z <n) X
i
i=0
a. A Daide de la question 1.a., montrer : (L) = Il

b. En déduire le sous-espace propre de ¢, associé a la valeur propre 1.

8. Soient n € N* et P un polynéme de R,[X]. On note, pour tout j de [0;n], R; un vecteur propre

. =P 907 1
de ¢, associé a la valeur propre \; = ———]—gj————)
n
a. Justifier qu’il existe (ag, a1, ..., 0,) € R™! tel que :

n
pour tout k de N*,  f(P) = E aj (\)F R;, ot ¢f désigne I'endomorphisme @, 0 -+ 0 (.
, LRI
=0 k fois

b. En déduire qu’il existe un réel o tel que la suite de polynémes (gpﬁ (P)) e COnVerge vers le
polynoéme «aIL,.

PARTIE B : Etude d’une expérience aléatoire

Dans cette partie, n désigne un entier de N supérieur ou égal a 2.

On dispose d’une urne rouge et d’une urne bleue ainsi que de n boules rouges et de n boules bleues,
ces 2n boules étant supposées indiscernables au toucher.

Initialement, on place les n boules rouges dans I’'urne rouge et les n boules bleues dans I'urne bleue.

On procéde alors a une succession d’épreuves aléatoires, chaque épreuve consistant & échanger au hasard
une boule de I'urne rouge avec une boule de 'urne bleue. Aprés chaque épreuve, chaque urne contient
donc toujours n boules.

On modélise cette expérience par un espace probabilisé (92, o7, P).

Pour tout entier k£ de N*, on définit la variable aléatoire Z, égale au nombre de boules rouges présentes
dans 'urne rouge a l'issue de la k-iéme épreuve. On pose également Zy = n.

On pourra remarquer que, aprés chaque épreuve, le nombre de boules rouges dans ['urne rouge est
toujours égal au nombre de boules bleues dans ['urne bleue.
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9. Déterminer la loi de la variable aléatoire Z;.
10. Soit £ € N. Montrer : pour tout i de [0;n],
. i—1)? . i i RS A .
P{Zpy =)= [ 1— - P(Zk=1—1)+2g 1——|P(Zy=1)+ P(Z,=1+1).
n
11. a. Recopier et compléter les lignes incomplétes de la fonction Scilab suivante pour que, prenant

1

10

11

12

en entrée le nombre n initial de boules rouges et le nombre k& d’épreuves réalisées, elle renvoie
une simulation de Z.

function Z = simule(n,k)

R =n // R désigne le nombre de boules rouges dans 1l’urne rouge
for j = 1:k
aleaR = rand()
aleaB = rand()
if aleaR <= (R/n) & aleaB <= (R/n) then
R= .:..c0us
elseilr :::.nus then
R = R+1
end
end
L = s
endfunction

b.

moyenne(n,k)

Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function E = esperance(n,k) qui, prenant en entrée le
nombre n initial de boules rouges et le nombre k& d’épreuves réalisées, renvoie une estimation
de 'espérance de Zj.

On justifiera, en particulier, la méthode d’estimation.

On utilise la fonction précédente et on trace ’espérance de Z, en fonction de k pour différentes
valeurs de n. On obtient le graphe ci-dessous.
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Emettre une conjecture sur la valeur de la limite de 'espérance de Z; lorsque k tend vers +oo.
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12. On note, pour tout k de N : Ay = Zp1 — Zg.

a. Déterminer, pour tout £ de N, 'ensemble A, ().
b. Montrer, pour tout k£ de N :
n . % 2 n o N 2
/) 1
Py =—1) = — | P(Z, =1 t PlAp=1 = 1——) P(Z, =1).
Bu==3(7) PG=) o P@e=n=3(1-1) PZ =0
c. Montrer alors, pour tout k£ de N :
2 2

d. En déduire, pour tout £ de N, une expression de E(Z) en fonction de k et de n.

Calculer kliI_P E(Z;) et commenter le résultat obtenu.

—+00
13. Pour tout k de N, on définit le polynéme @, de R,[X] par : Q= E:P(Z,C =) X".
=0
a. A l'aide de la question 1.a., démontrer, pour tout k£ de N :
0n(Qk) = Qkr1, OU @, est Pendomorphisme étudié dans la partie A.

b. En déduire qu’il existe un réel o tel que la suite de polynomes (Qx)ren converge vers le

polynéme «/II,, ot I, est le polyndéme défini & la question 7..

2
14. a. Déduire de la question précédente : pour tout ¢ de [0;n], khm P2, =) =@ <n> :
—+co 1
. s - [a b a+b
b. On admet la formule suivante : V(a,b,m) € N°, Z _ = :
—~\i)\m—1 m
1
Montrer : oa=—=.
2n
()

c. Montrer que la suite de variables aléatoires (Zy)gen converge en loi vers une variable aléatoire Z

dont on précisera la loi et l'espérance.

e FIN o
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