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EXERCICE 1

Premiére partie — Etude de A et de ses puissances.

0 -1 0 1 00
On considére la matrice A= |1 2 0] et onnote 7 la matriceidentité : I = [0 1 0
4 4 1 0 01

(1) Calculer A — I puis (A — I)%

(2) En déduire que A est inversible et exprimer son inverse A~! sous la forme a4 + I ou
a et [ sont des réels a déterminer.

(3) Exprimer I'inverse de A sous la forme d’un tableau de nombres.

(4) Montrer que A? =2A —I.

(5) Démontrer, & I'aide d’un raisonnement par récurrence, que pour tout n € N,

A"=nA—-(n—-1)L

(6) Déterminer un polynéme annulateur de A de degré 2.
(7) En déduire que A ne peut admettre qu’au plus une valeur propre.

0
(8) Montrer que | 0 | est un vecteur propre de A.
1
a
(9) Déterminer des réels a et b tels que | b | soit un autre vecteur propre de A.
0

(10) A T'aide d’un raisonnement par I’absurde, montrer que A n’est pas diagonalisable.
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Deuxiéme partie — Etude de suites.

On consideére trois suites, (Un)neN, (Vn)neN €t (Wn)nen ainsi que les matrices colonnes

-1 Ui,
B=F 1 et, pour tout n € N, X, = | v,
4 Wn,

telles que
1
Xg=12 et, pour tout n € N, X, = AX,, + B.
3

Ainsi, X; = AXy + B.

Uy
(11) Calculer les 3 coeflicients de la matrice colonne X; = | v
w1
w
(12) Déterminer un réel w tel que F = | —1 | vérifie F = AF + B.
3

(13) Démontrer que pour tout n € N, X,,4; — F = A(X,, — F).
(14) En déduire que pour tout n € N, X,, — F = A*(X, — F).

(15) Conclure, a I’aide des résultats obtenus dans les deux parties de 'exercice, en exprimant
le terme général de chacune des suites (un)neN, (Un)neN €t (wy)nen en fonction de n.

EXERCICE 2

L’objectif de cet exercice est d’explorer quelques propriétés d’une famille de fonctions po-
lynomiales. Les deux premieres parties sont indépendantes et concernent 1’étude de deux
cas particuliers. La troisiéme partie est indépendante des deux premieres et s’intéresse a
certaines propriétés liées aux points communs des courbes représentatives de ces fonctions.

Pour chaque nombre réel m, on considére la fonction polynomiale P,, définie pour tout = de
R par

Pn(z) =2mz® + (2 —m)z® + (1 — 2m)z + (m — 1).

D=

Premiere partie — Le cas m = —=.

Dans cette partie, on s’intéresse a la fonction f définie pour tout z € R par

) 3
flz) = -2+ 51“2 + 2z — o

(1) Calculer I'image de 2 par f; donner le résultat sous la forme d’une fraction irréductible.
(2) Déterminer les limites de f en —oo et en +o00, en justifiant vos réponses.

(3) Dresser le tableau de variations de f, en le complétant avec les limites calculées précé-
demment (on donne f (—3) = —4).

(4) Calculer f(0); en déduire que f admet une seule racine dans I'intervalle [0, 2].
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On donne les deux fonctions ci-dessous, écrites en PYTHON :

1 def f(x)

2 return (-x**3+5/2*%x**2+2%x-3/2)
3 def Racine(a,b,f)

while (b-a)>0.001

4

5 m=(a+b) /2

6 print (m)

7 if f(m)==

8 return (m)

9 elif f(a)*f(m) > O
10 a=m

11 else

12 b =m

13 return(m)

(5) Expliquer le role de la fonction £ (x) définie aux lignes 1 et 2.

(6) Le lancement de la fonction Racine(0,2,f) exécute un algorithme de dichotomie per-
mettant d’approcher ou de trouver la racine de f comprise entre 0 et 2. En effectuant
les différents calculs & la main, indiquer toutes les valeurs affichées par la commande
print présente & la ligne 6 ainsi que la valeur renvoyée par la fonction.

Deuxiéme partie — Le cas m = 2.
Dans cette partie, on s’intéresse a la fonction polynomiale g définie pour tout z € R par
g(r) =42* — 3z + 1.

(7) Vérifier que —1 est une racine de g.
(8) Déterminer un polyndme de degré deux ¢ tel que pour tout z € R, g(z) = (z+ 1)p(z).
(9) En déduire toutes les racines de g.

Troisiéme partie — Etude des points communs.

On note %, la courbe représentative de la fonction polynomiale P,, dans le plan rapporté a

un repere orthonormé.
1

(10) Calculer / ’ g(z)dx ou g = P; est la fonction de la deuxiéme partie.
~1

(11) Montrer que les points A = (—1,0) et B = (%,0) sont communs a toutes les courbes
%

(12) Dresser le tableau de signes de la fonction h définie pour tout z € R par h(z) =
Pl(.’E) st PQ(SL’)

(13) Calculer l'aire du domaine compris entre les courbes %j et 6] et les axes x = —1 et
ey

(14) Montrer que les courbes %, ont un troisieme point commun C' dont on donnera les
coordonnées.

(15) Pour tout réel m > 0, on note oy, la racine de P, telle que a,, # —1 et o, # %

Montrer que lim o, = 1.
m——+00

Indication : on pourra, par exemple, commencer par montrer que l’on peut factoriser
Uexpression P, (z) par (x 4+ 1)(2x — 1).
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EXERCICE 3

On dispose de trois jetons dont les faces sont décrites ainsi :

jeton A ‘ jeton B ! jeton C

une face bleue numérotée 1 | une face bleue numérotée 1 | une face bleue numérotée 1
une face rouge numérotée 2 | une face jaune numérotée 3 | une face verte numérotée 4

On suppose que lorsqu’on lance les trois jetons sur une table,
— les jetons ne se chevauchent pas,
— chaque face de chaque jeton a la méme probabilité d’étre apparente que la face opposée,

— les faces montrées par les jetons sont indépendantes les unes des autres.

On lance les trois jetons sur une table et on note X le nombre de faces bleues visibles, Y le
nombre de couleurs différentes visibles et Z le produit des nombres visibles.

Par exemple, si le lancer donne lieu au schéma suivant avec deux jetons montrant une face
bleue numérotée 1 et un jeton montrant une face jaune numérotée 3 :

on a X = 2 car il y a deux faces bleues apparentes; Y = 2 car il y a deux couleurs différentes
visibleset Z =3 car Z=1x1 x 3.

(1) Reconnaitre la loi de la variable aléatoire X et donner son espérance et sa variance.
(2) Déterminer, en justifiant votre réponse, les valeurs possibles de la variable aléatoire Y.

(3) Expliquer rapidement pourquoi les événements (X = 3) et (Y = 1) sont égaux et en
déduire P(Y = 1), la probabilité de I’événement (Y = 1).

(4) A Taide d’un raisonnement analogue, calculer P(Y = 2).

)
(5) En déduire la loi de la variable aléatoire Y.
(6) Montrer que I’espérance de Y est E(Y) = %
(7) Calculer la variance de Y.
(

8) Lister tous les événements élémentaires qui réalisent I’événement ((X =1)N (Y = 3));
en déduire P ((X =1)N (Y = 3)).

(9) Calculer les valeurs des réels A, B, C et D du tableau ci-dessous donnant la loi conjointe
du couple (X,Y’). On ne demande pas de justifier les calculs de cette question.

Tableau des P((X =14) N (Y = j))

Y 1 2 | 3
2

Bl |a
& & e
oo |W|w

0
1
2
3
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9

10) En déduire que la covariance des variables X et Y est Cov(X,Y) = ~16"

(

(11) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

(12) Lister les 8 valeurs possibles pour la variable aléatoire Z puis donner la loi de Z.
(

13) Calculer I’espérance de la variable aléatoire Z.

EXERCICE 4

On considére G la fonction définie pour tout = de R par :
G(z)=(z+1)e".

(1) Calculer les limites de G en —o0 et en +o00; justifier votre réponse.

(2) Calculer G, la dérivée de G.

(3) En déduire le tableau de variations de G, complété avec les limites trouvées en 1).
(4) Démontrer que la courbe de la fonction G admet un point d’inflexion d’abscisse 1.

On considére les fonctions f et F définies pour tout x et tout ¢ de R par :

f(t):{o sit<0 o F(:L‘)::{O siz <0

tet sit>0" 1—(z+1)e™ siz>0

(5) Démontrer que f est une densité de probabilité.
On considere une variable aléatoire X dont la densité est f.
(6) Montrer que F est la fonction de répartition de X.

(7) Calculer P(X > 1).
(8) Montrer, & I’aide d'une intégration par parties, que pour tout réel z > 0,

/ Ctetdt=—2%" 4+ 2 / te~t dt.
0 0

(9) En déduire que X admet une espérance et que E(X) = 2.
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